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Un corrigé
PREMIERE PARTIE : Matrice compagne d"un endomorphisme cyclique

1. Si f est cyclique, il existe un vecteur z tel que la famille Z = (g, f(20), ..., /" '(z0)) soit une base de E.
Notons (—ay, ..., —an_1) les coordonnées du vecteur f™(xq) = f(f" (zo)) dans la base Z. Dans cette base, la
matrice de f est la matrice C.

Réciproquement, si # = (ey,...,e,) est une base de E dans laquelle la matrice de f est C, posons zy =
e1. Pour i € [2,n], onae; = f(e;_1) et donc, pour i € [I,n — 1], ¢; = f"e1) = £ '(zo). La famille
(20, f(x0), ..., f* " (20)) est donc une base de E et f est cyclique.

f est cyclique si et seulement si il existe une % base de E telle que Mat4(f) = C.

n—1
2. Montrons par récurrence sur n que Po(X) = (—1)" (X" + Z aka> .
k=0

Pour n =1, c’est évident : Pc(X) = —(ap + X). Supposons le résultat vrai au rang n — 1, montrons le au rang
n. En développant par rapport a la premiere ligne, on a
-X 0 0 —ag
1 -X 0 —aq
Po(X)=| 0 1 : : =
-X —0p—2
0 0 e 1 —ap - X
-X 0 0 —a1 1 =X -0
1 X 0 —as 0 1 0
-X| 0 1 K : —(=1)" gy | 0
E : -X  —ano Do -X
0 0 e 1 —ap — X 0 0 0 1

et donc d’apres I'hypothese de récurrence
Po(X) = (—1)"X (X" 1 4a, 1 X" 24 +a)+(—1)"ag = (1) (X"+an_ 1 X" .. +a1 X +ag) = (-1)"Q(X).

D’apres le calcul précédent, les coefficients de la derniere colonne de la matrice C' sont uniquement déterminés
a partir des coefficients du polyndme caractéristique de f. La matrice compagne associée a un endomorphisme
cyclique est unique.

3. Soit A une valeur propre complexe de la matrice C, donc dim(ker(C' — AI,,)) > 1. La matrice constituée par les
n — 1 premieres colonnes et n — 1 derniéres lignes de la matrice C' — \I,, est inversible car de déterminant 1.
La matrice C' — A1, est donc de rang n — 1 au moins ou encore dim(ker(C' — AI,;,)) < 1. On a donc dim(ker(C —
Al,)) = 1. Donc les sous-espaces propres de la matrice C' sont donc des droites vectorielles.
Déterminons alors les sous-espaces propres de C'. Soient A une valeur propre complexe de la matrice C' et
X = (z:)(1<i<n) € #n1(C). Le systtme AX = A\X est équivalent a

Tpo1 = (@1 + N)zp
Tp—2 = An—2Tpn + )\wn—l = (an—Q + an—l)\ + Az)xn
Tp-3 = p—3Tn + ANan—2 + an—1 A\ + )\2)xn

= (an—S +anp2A+ an—l)\Q + )\3)3377,

x1 = (a1 +agA+ ... + A \"2 + An_l)xn
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ce qui montre que ker(C — \I,,) est la droite vectorielle engendrée par le vecteur
(a1 4+ aoX 4 .+ @ I N2 N a0 Fan A+ A% a1 + A1),
DEUXIEME PARTIE : Endomorphismes nilpotents
4. Soit zp un vecteur tel que "1 (20) # 0. Vérifions que la famille (o, f(z0), ..., f* (o)) est une base de E.
Puisque card(f*(x0))o<i<n—1 = n = dim(E) < +oo, il suffit de vérifier que la famille (f*(zo))o<i<n—1 €st

libre.
Supposons par l'absurde qu'il existe (ayo, ..., an—1) # (0,0, ..., 0) tel que

n—1
Z aifi(l'o) =0.
=0

Soit k = min{i € [0,n — 1] | a; # 0 }. On a alors

n—1 n—1 n—1
Zaifi(:vo) =0= Z aifi(.l‘(]) =0= (fn_l_k Zau”(:mﬂ) =0
1=0 i=k i=k

n—1
= Z aifn—i_i_k_l(mo) =0= akf”_l(aco) =0
i=k
(carpouri=k+1,n+i—k—1=netdonc f" "+ 1(z9) =0)Dotta, = 0 (car f* (xg) #0).
Ceci contredit la définition de k. La famille (2, f (o), ..., f*~*(x0)) est donc une base de F et f est cyclique.
Si f est nilpotent d’indice n, alors f est cyclique. Puisque f( f" (o)) = 0, la matrice de f dans la base

(w0, f(0), .-, S (wo)) est

0 0 0 0
10 0 0
0 1 0 0
00 ... 10

qui est une matrice compagne et donc la matrice compagne de f. D’apres la question 3), ker f est de dimen-
sion au plus 1. Mais f étant nilpotent, f n’est pas inversible et donc dim(ker f) = 1.

5. (a) Soientz € Eetke[0,p—1].z € N, = f*(x) =0= f(f¥x)) = 0= f*1(2) =0 = z € Ny41. Donc,
Vk € [[O,p — 1]], Ni, C Nk+1.
Soient k € [0,p — 1] ety € f(Ngy1). Ml existe x € Nyyy tel que y = f(x). Mais alors f*(y) = f*(f(x)) =
f* Y (z) = 0etdonc y € Ny. Ainsi Vk € [0,p — 1], f(Ngy1) C Ni.
(b) D’apres la question a), ¢ est bien une application de Ny dans Ny, linéaire car f I'est. Le théoreme du
rang permet alors d’écrire

ngr1 = dim(Nggq) = dim(ker o) + dim(Imy) (1)
= dim(ker f N Nj11) + dim(f(Ny41)) = dim(ker f) + dim(f(Ng+41)) (carker f = N1 C Ni4(2)
= dim(ker f) + dim(Ng) 3)
= 1+ ng(d'aprsd)). 4)

D'ouVk € [0,p — 1], ngy1 < np + 1.

(c) Sing = ng4q alors, puisque N C Ni4q (d’apres 5)a)), ona N = Nyy.
Soit j = k + 1. Supposons que N; = N}, et montrons que Nj;1 = Nj. Ona déja N, = N; C Nj,1. Mais
pourz € B,z € Njy1 = f7 1 (z) = 0= fI(f(x)) =0= f(z) € Nj = Ny «— fF(f(z)) =0= =z €
Nk—H = Nk et dOl’lC, Nj+1 = Nk
On a montré par récurrence que Vj > k + 1, Nj = Nj.



Sing = ngyq alors Vj > k+1, N; = Ni. Onan, = dim(ker fP) = netVk € [0,p—1], ng, = npy1 = 14+ny.
Par suite, ngy41 = ng oungy; = ng + 1.

Maintenant, puisque ! # 0 = f?, N,_1 # N, et le début de la question montre que V& € [0,p — 1],
N1 = Nk + 1.

Par suite, Vk € [1,p], ny = n1 + (k — 1) = k ce qui reste vrai pour k = 0. En particulier, p = np = n. On
a montré que p = n et Vk € [0,n], ny = k.

TROISIEME PARTIE : Une caractérisation des endomorphismes cycliques

6. [ estcyclique donc il existe un vecteur z tel que la famille (2, f(zo), ..., f*~*(x0)) soit une base de E. Soit

7.

(ao,...,

an-1) € C". agld + arf + ... + an_1f" ' =0 = Vz € E a0z + a1 f(x) + ... + an_lf"_l(x) =0=

apxo + a1 f(xo) + ... + an_lf”_l(xg) =0=ap=a; = .. =ap—1 = 0(car la famille (zg, f(zo), ...,fn_l(l‘o))
est libre). Dong, si f est un endomorphisme cyclique, la famille (Id, f, ..., 1) est libre.

(a)

(b)

(©)

(f — Agl)™* est un polyndme en f et donc commute avec f. On sait alors que Ej, = ker(f — \;I)™" est
stable par f.
Les polyndémes (X — A;)™* sont deux a deux premiers entre eux. D’apres le théoreme de décomposition
des noyaux,

ker(P¢(f)) =E1® ... ® E),.

Mais d’apres le théoreme de Cayley-Hamilton, P¢(f) = 0 et donc ker(P¢(f)) = E. Finalement,
vk € Hl,p:ﬂ, f(Ek) CFEretE=FE1&..& Ep.

Puisque f laisse stable Ej, ¢ est bien un endomorphisme de Ej. Par définition de Ej, on a pour tout
vecteur z élément de Ej, (f — ¢rI)"* (x) = 0 ou encore ¢;"* (z) = 0. D’olx

et =0.

mg

Notons f}, la restriction de f a Ej (on a donc fi = ¢rldg, + i ). Puisque le polynome (X — Aj)
est annulateur de f;, \x est I'unique valeur propre de fi ( fr admettant au moins une valeur propre
puisque K = C et que Ej, # {0} ). Par suite, le polynéme caractéristique de f; est (X — A k)@ ER) On
sait alors que ce polyndme divise le polyndme caractéristique de f Ce qui montre que dim(Ey) = my.

Maintenant, si pour un entier £ € [1,p] on a dim(Ey) < my, alors Z dim(E Z m; = n, ce qui

7j=1 7j=1
contredit le fait que £ = F1 @ ... ® E,. Finalement,

Vk € [1,p], dim(Ex) = mg.

Montrons que ¢}~ ' £ 0. Supposons par I'absurde que ¢! = 0 et considérons le polynome Q =

(X = X)X =A™ sip=20uQ = (X = X)™ ' = (X —A)" 'sip=1.
itk
Pour i € [1,p], ona Q(fi) = 0 ( des polyndmes en f commutent) et donc Q(f) = 0. Mais @ est un
P
polyndme non nul de degré (my_1) + Z mj = Z mj —1 =n—1.L'égalité Q(f) = 0 fournit alors une
#k =1
combinaison linéaire nulle a coefficients non tous nuls de la famille (Id, f, f2, ..., f"~1) ce qui contredit
la liberté de cette famille. Donc "~ ! #0.
¢, est donc un endomorphisme nilpotent de Ej, d'indice mj, = dim Ej,. D’apres la question 4), il existe
une base By, de E dans laquelle la matrice de ¢y, est la matrice compagnon de format my,

00 ... 00
10 ... 00
0 1 0 0
0 0 10



(d)

(a)

(b)

(a)

ou encore dans laquelle la matrice de f, est

PYRN 0 0
1 M\ ... 0 0

1 0 0
0 0 ... 1 M\

Soit B = By U ... U By. D’aprés la question 7)a), E = E; @ ... & E, et donc B est une base de E et la
matrice de f dans cette base a la forme désirée.

Il s’agit de vérifier que la matrice précédente est semblable a une matrice compagne qui ne peut étre,
d’apres la question 2), que la matrice compagne de Py.

Soit donc C' la matrice compagne de Py et g 'endomorphisme de matrice C' dans une base donnée de
P

E. Le polynome caractéristique de g est celui de f a savoir H (X — A\g)™* et d’autre part, g est cyclique
k=1

d’apres la question 1).

D’apres la question 6), la famille (Id, g, ..., g est libre et d "aprés la question 7), il existe une base de

E dans laquelle la matrice de g est la matrice diagonale par blocs du 7). C' est donc semblable a cette

matrice ce qui montre que f est cyclique. si (Id, f, ..., f" ') est une famille libre, f est cyclique.

det(Q1 + AQ2) est un polyndme en A, non nul car det(Q; +iQ2) = det @ # 0 et admet donc un nombre
fini de racines. R étant infini, il existe au moins un réel A, tel que det(Q1 + A\oQ2) # 0 ou encore tel que
la matrice P = Q1 + A\g(@Q2 soit une matrice réelle inversible.

nfl)

{ANER|Q1+AQ2 € GL,(R) } # @.

Maintenant, en posant P = ()1 + A\oQ2,

A=QBQ' = AQ=QB= AQi+iAQ:= Q1B +iQ:B (5)
= AQ1 = Q1B et AQ2 = 2 B( identification des parties réelles et imaginaires ) (6)
= A(Q1+ MQ2) = (Q1 + \Q2)B (7)
= AP=PB= A=PBP™! (8)

D’ou1 A et B sont semblables dans .7, (R).

Soit A la matrice de f dans une base donnée de E. D’aprés la question 7), A est semblable dans C' a
une matrice compagne. Mais A est réelle, et donc cette matrice compagne est réelle. Ces deux matrices
réelles sont semblables dans .#,,(C) et donc, d’apres la question a), dans .7, (R). Par suite, il existe
une base de E dans laquelle la matrice de f est une matrice compagne. D’apres la question 1), f est
cyclique. Conclusion : si K = C ou K = R, f est cyclique si et seulement si la famille (Id, f, ..., f n=1) est
libre.

QUATRIEME PARTIE : Une autre caractérisation des endomorphismes cycliques

Soit g € C(f). Puisque la famille (xo, f(20), ..., /" ' (x0)) est une base de E, on peut poser

n—1
g(xo) =Y arfF(xo).
k=0
Posons encore )
h=> apf"
k=1
de sorte que l'on a déja g(xo) = h(wzo). Plus généralement, pour j € [0,n — 1], g(f’(20)) = £ (g(z0))
(puisque g est dans C(f)) ' 4
= f7(h(z0)) = h(f?(x0))
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(puisque h est un polyndme en f et donc commute avec f7).
Ainsi, les endomorphismes g et h coincident sur une base de E et donc sont égaux. Par suite, g € K[f].
En résumé, C(f) C K[f]. Comme on a toujours K[f] C C(f), on a montré que si f est cyclique, C(f) =
K[/].

(b) Soit g € Z(FE). Sl existe R € K,,_1[X] tel que g = R(f) alors g est dans C(f).
Réciproquement, si g est dans C(f), d’apres la question a), il existe un polyndome P € K[X] tel que
g = P(f). La division euclidienne de P par Ps fournit un polyndme @ et un polynéme R de degré au
plusn — 1 tels que P = QPy + R. Par suite,

g = P(f) = Q(f)circPo(f) + R(f) = R(f)

d’apres le théoreme de Cayley-Hamilton. g est donc bien de la forme R(f) ot R est un polyndme de
degré au plusn — 1.

C(f) = Kn-alf]-

10. Supposons f non cyclique. D’apres la question 7), la famille (Id, f, ..., f"~!) est liée et, en écrivant une
relation de dépendance, on voit qu’il existe un entier p € [0, n — 1] tel que f? € Vect(Id, f, ..., f*1).
Mais alors, par récurrence, pour k£ > p, fke Vect(Id, f, ..., fP~1) (en effet, si pour k > p, 1k e Vect(Id, f, ..., fP~1)
alors f**1 e Vect(f, ..., fP) C Vect(Id, f, ..., fP~1)). Par suite, C(f) = K[f] = Vect(f*)ren = Vect(Id, f, ..., fP~1)
et en particulier, dim(K[f]) = p < n. Ceci contredit le résultat admis dans le préambule de 1'énoncé a sa-
voir dim(C(f)) = n. On a montré que si C(f) = K[f] alors f est cyclique. Finalement, f est cyclique si et
seulement si C'(f) = K[f].

CINQUIEME PARTIE : Cycles

11. (a) Pour k € [0,p — 1], fP(f*(20)) = f*(fP(20)) = f*(x0) = I(f*(x0)). Par suite, les endomorphismes f?

et I coincident sur une famille génératrice de £ et donc f? = I.

(b) & est un sous-ensemble de N, non vide (car z( est nécessairement non nul de sorte que k = 1 est dans
&) et majoré par n (car le cardinal d"une famille libre de E est majoré par la dimension de E). E admet
donc un plus grand élément que I’on note m.

(c) Par définition de m, la famille (zq, f(zo), ..., f™ *(z0)) est libre et la famille (zq, f(zo), ..., f™(x0)) est
liée. Par suite,

f™ (o) € Vect(wo, f(0), .., f™ " (20)).

De plus, si pour k > m, f*(xq) € Vect(zo, f(20), ..., f™ *(z0)) alors
fk+1 (.’L'()) € VeCt(f(x0)7 ey fm($0)) S VeCt(an f(x(])a ey fm_l(x(]))'

On a montré par récurrence que Vk > m, f*(xo) € Vect(xo, f(x0), ..., f™ 1 (20)).

La famille (o, f(20), ..., /™ '(z0)) est déja libre dans E. Vérifions que cette famille est génératrice
de E.On a déam < n < p (car la famille (zo, f(x0), ..., f™ (x0)) est libre dans E et la famille
(20, f(x0), ..., fP 1 (x0)) est génératrice de F ). De plus, pour k > m, f*(xq) € Vect(zo, f(x0), ..., f™ *(20)).
Donc, E = Vect(zg, f(xg), ..., fP~ (x0)) = Vect(zo, f(xg), ..., f™ L(xg)) etla famille (z0, f(x0), -y fm_l(xo))
est une base de E. On en déduit que m = n et que f est cyclique.

Le polyndome X? — 1 est annulateur de f, non nul a racines simples dans C (car sans racine commune
avec sa dérivée pXP~1). Dong, f est diagonalisable. Par suite, I'ordre de multiplicité de chacune de ses
valeurs propres est exactement la dimension du sous-espace propre associé. Mais, f étant cyclique, les
sous-espaces propres de f sont d’apres la question 3) de dimension 1. Finalement, f admet n valeurs
propres simples ou encore n valeurs propres deux a deux distinctes. Notons que ces valeurs propres
sont a choisir parmi les racines du polynome X” —1 et sont donc des racines p-iemes de 'unité. f admet

n valeurs propres deux a deux distinctes.

12. Sip = n, la matrice de f dans la base (zq, f(z0), ..., f" ' (z0)) est
00 ... 01
10 ... 00
01 0 0
0 0 1 0



13.

14.

C est une matrice compagne et donc la matrice compagne de f. Soit alors k € [1, n].

@nk Enk
wr 1 ok i
CU, = . == . = w"Uy.
. w .
wk(nfl) wk(nfl)

Le coefficient ligne &, colonne [ de la matrice M M vaut

n

Zwkjwjl Zw ki il — Z(w(l—k))j

7j=1
Maintenant,w —lﬁl—kenzMa1spulsque1<k:<net1<l<nona—n—l)g —k<n-1.
Mais alors, le seul multiple de n compris entre —(n — 1) et n — 1 étant 0, w'™* = 1 < k = I. On a donc deux

cas:
e Premier cas. Si k =1,

n
E WMl = n.
Jj=1
e Deuxieme cas. Si k # [,

n
g w il =0
i=1

Ainsi, le coefficient ligne k, colonne [ de la matrice M M vaut ndy . On en déduit que M M = nl, ou encore
que M est inversible et

1
M*t=-M
n

On note que A = agl, + a1C + asC? + ... + a,_C"1 = QC)ou Q = ag + -1 X + ... + an_1 X" L
D’apres les questions 11)c) et 12), f (ou C' ) a n valeurs propres deux a deux distinctes a savoir les w”,
1 < k < n, une base de vecteurs propres associée étant (U, ..., Uy, ) et est donc diagonalisable. La matrice
dans la base canonique de .#, 1(C) de la famille (U1, ..., U,) étant M, on a plus précisément C' = M DM ~*

ot D = diag(1,w,w?, ...,w" 1. Mais alors,
A=Q(C)=MQ(D)M™" = M diag(Q(1), Q(w), Q(w?), ..., Q(w" 1)) M.

Ainsi, A est diagonalisable, Sp(A) = { Q(1), Q(w), Q(w )y Q™) } ot @ = ap + a1 X + ... + a1 X!
et une base de vecteurs propres de A est (Uy, Ua, ..., Uy).



